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�� �������� �� ������������ �� ������� �� ������������� ������

��������� �������������

�� ����� ��������� ���������� �s�� ��������� ����� �m� ��� ������������� ����� �c� �� �� �������� ������ ��� ��� ������

���� ������������ ��� �������� �� ������ ������� �� ��� ���� �� ��������� �������������� ��� ����������� ����������� �� ���

����������� ����� ���� �� ������� ��� ���� �� ����� ��� ������� �� ��� ������������� ������ ���� ���� sM �= sF � mM �= mF �

cM �= cF � ��� P (y) ������ ��� �������� �� ������� ����������� ��� ��� ���� �������� � ������ ��������� ����������� �����

���� y ������������ �������� �� ������������ P (y) ������� ��� ��������� ����������

0 =

�
(1− cM (y − 1))e−sMy

2
+

(1− cF (y − 1))e−sF y

2
− 1

�
P (y) +

L�

y�=y+1

(cMe−sMy�
+ cF e

−sF y�
)P (y�)

+ [mF e
−(sF /hF )y +mMe−(sM/hM )y]δy,L

���

����� δy,L ������ 1 ��� y = L� ��� 0 ����������

���� P (y) ������� � ��� �� ���������� �� ��� �����

0 = −h(y)P (y) + r(y)
L�

y�=y+1

k(y�)P (y�) + f(y)δy,L ���

����� ���������� �� ���� ���� ���� ������ �� ��� ���������� �������� ��������� ����� �� �� ������ �� ������� � �������

��������� ��������� ������ ������ ��� ������ ��� ��������� ������� �� ��� ���������� ����� ���������� �� ����� �� ���

�������� G(y) =
L�

y�=y

k(y)P (y)� ���� P (y) = G(y)−G(y+1)
k(y) � ���� ��� ��� ��������

0 = −h(y)

k(y)
(G(y)−G(y + 1)) + r(y)G(y + 1) ��� y < L� G(L) =

f(L)k(L)

h(L)
���

����� ��� �� ������ ��� G(y) ��� ������ P (y)�

P (y) = f(L)k(L)r(y)

L−1−y�

i=1

h(i+ y) + r(i+ y)k(i+ y)

L−y�

i=0

h(i+ y)

��� y < L� P (L) =
f(L)

h(L)
����

���� ��� �������� �� ������� ����������� ��� ��� ���� �������� � ������ ��������� ����������� ����� ���� y ������������

������� ����

�



P (y) =(mF e
−shom,FL +mMe−shom,ML)(cMe−sML + cF e

−sFL)×
L−1−y�

i=1

1− (1− cM (i+ y + 1))e−sM (i+y)

2
− (1− cF (i+ y + 1))e−sF (i+y)

2

L−y�

i=0

1− (1− cM (i+ y − 1))e−sM (i+y)

2
− (1− cF (i+ y − 1))e−sF (i+y)

2

��� y < L
�����

P (L) =
mF e

−shom,FL +mMe−shom,ML

1− (1−cM (L−1))e−sML

2 − (1−cF (L−1))e−sF L

2

�����

����� shom,F = sF
hF

��� shom,M = sM
hM

�

��� ��������� �� ��������� ����������� ������ �� ���� PA(y) = P (y)
2 � ���� ������������ ��������� ��� ����� �����

mM ,mF , sML, sFL, cML, cFL � 1� ���� ���� �� ��� ������ ��� ������ ��� ������ ����� ����� �� ����� ����������� ����

��������� ���

PA(y) = 2
mA

sA
θA

L−y−1�

i=1

(y + i+ 1) + θA(y + i)

L−y�

i=0

(y + i− 1) + θA(y + i)

��� y < L� PA(L) =
mA

sA

θA
(L− 1) + θAL

����� cA =
cM + cF

2
mA =

mM +mF

2
sA =

sM + sF
2

����

�������� �������������

��� PF (y, t) ��� PM (y, t) ������ ��� �������� �� ������� ��� ����� �������������� �������� � ������ �������� �����������

����� ���� y ������������ ������� �� ���� t�

PF (y, t+ 1) =

�
1− (y − 1)cF

2

�
e−ysFPF (y, t) + cF

L�

y�=y+1

e−y�sFPF (y
�, t) + e−ysMPM (y, t)

+ (mF e
−shom,F y +mMe−ysM )δy,L

�����

PM (y, t+ 1) =

�
1− (y − 1)cF

2

�
e−ysFPF (y, t) + cF

L�

y�=y+1

e−y�sFPF (y
�, t) +mF e

−yshom,F δy,L �����

����� δy,L ������ 1 ��� y = L� ��� 0 ���������� shom,F = sF
hF

�

�������� ����� ��������� ��� ��� �������� �� ������� �������� � ������ �������� ������������ ����� ���� y �����������

������� ������� ���� ����� � ������ ��� ������� �� ������ �������� ����� �������� ��� �������������� ���� ��� ������

����� ��� �� ������� � �������� �� � ������ �������� ����� ������� �� ��� ������ ����� ��� �� ������� �� �������� ������

����������� ������� ��� �������������� ���� ��� ������ ����� ��� �������� ����� ��� ��� ����������� �� �������� �����������

������ �� ����� �� �������� ������ ���� ����� �� �� ����������� ���� �������� �� ��������� ��� y = L� �� ���� ������� ��� ���

�



���� ���� ��� ���� �������� ����� ��� ���� ���� ��������� ���� �� ��������� ������ �� ������ ����� ���� �� ���� ����� ���

������� ����� ���� ��������� ������ ������� ��� ������ �� ��� ����������� ������ ��� ���� ����������� �������� ��� ������

����� �� ��� ��� �������� ������������� �� ������� ������������� �������� �������� ���� ��� ��� �� ������� e−shom,FL

���� ��� e−shom,FL ������ �������� �� ���� ���������� ������ e−shom,FL �� ��� �������� �������� ��� ��������� �� ��� ����

�������� ����� ����� L ����������� �������� ���� �������� �� mF e
−shom,FL ��� ����������� � ������� �������� ������� ���

��������� ������ ��� ��� �������� ��� �������� ����� ���� �� ��������� ��� ���� ∼ mMe−sML ��� ������������

�� ������������ �� ���� PF (y, t+1) = PF (y, t) = PF (y) ��� PM (y, t+1) = PM (y, t) = PM (y)� ���� ������ �� �� �����

���������� ��� ��� ����������� ����������� PF (y) ��� PM (y)�

PF (y) =
PF (y)

2
(1− cF (y − 1))e−sF y + PM (y)e−sMy + cF

L�

y�=y+1

PF (y
�)e−sF y�

+ [mF e
−shom,F y +mMe−sMy]δy,L �����

PM (y) =
PF (y)

2
(1− cF (y − 1))e−sF y + cF

L�

y�=y+1

PF (y
�)e−sF y�

+mF e
−shom,F yδy,L �����

����� ��� �� ��������� �� ��������

0 =

�
e−sF y(1 + e−sMy)(1− cF (y − 1))

2
− 1

�
PF (y) + cF (1 + e−sMy)

L�

y�=y+1

PF (y
�)e−sF y�

+ [mF e
−shom,F y(1 + e−sMy) +mMe−sMy]δy,L

�����

PM (y) =
PF (y)−mMe−sMyδy,L

1 + e−sMy
�����

�������� ����� �� �� ��� ������� ���� ��������� ������ ��� ��� �� ������ �� ������ �� ����� ��� ��������� �����������

��� PF (y)�

PF (y) =cF e
−sFL(1 + e−sMy)(mF e

−shom,FL(1 + e−sML) +mMe−sML)×
L−1−y�

i=1

1− e−sF (i+y)(1 + e−sM (i+y))(1− cF (y + i+ 1))

2

L−y�

i=0

1− e−sF (i+y)(1 + e−sM (i+y))(1− cF (y + i− 1))

2

��� y < L
�����

PF (L) =
mF e

−shom,FL(1 + e−sML) +mMe−sML

1− e−sF L(1+e−sML)(1−cF (L−1))
2

�����

��� ������������� ����� ����������� �� ����� PM (y) ��� ��� ������� ��������� �� �������� ������ �� ��� ����������

�



PX(y) = PM (y)+PF (y)
3 ��� �� �������� ���� ����� ����� ��� ������

���������� ���� ������

�� ��� ����� ����� ��� ������������ ��������� ��� ���� ������ mM ,mF , sML, sFL, cFL � 1�� ���� ���� �������� �����������

������ ���� ������ �� � ������ ����������� �� �� ������ �� ������� ����������� ��������� ���� �� ��� ������������� ����������

���� ���������� ��������� ���� ��� �� ���� �� ������������� m → mδt� s → sδt� c → cδt ��� �� ��� ����� δt �� ��

������������ ���� ��������� ���� �� ������ ��������� ��������� ���� �� ������ �� δt ��� ��������� ���� ������ ����� �����

�� δt� �� �������

∂PF (y)

∂t
= −

�
2sF
3

y +
sM
3

y +
2cF
3

(y − 1)

�
PF (y) +

4cF
3

L�

y�=y+1

PF (y
�) + (

4mF

3
+

2mM

3
)δy,L �����

PM (y, t) ∼ PF (y, t)

2
�����

��� ���� ���� PM (y, t) ∼ PF (y,t)
2 ������� ���� ��� ����� ��������� �� ��� �������� ������ ����� �� PX(y, t) =

PF (y,t)+PM (y,t)
3 �� ������������� PF (y,t)

2 � ����� �� �����

∂PX(y)

∂t
= − [sXy + cX(y − 1)]PX(y) + 2cX

L�

y�=y+1

PX(y�) +mXδy,L

����� cX =
2cF
3

mX =
2mF +mM

3
sX =

2sF + sM
3

����

�������� ���� �� ��������� �� ���� �� ��� ������������� �������� ��� ��� �������� �� ��� ����� ������ ������������ �� ���

��������� ���� ������� ����� ���� ���� ��� ��� �� ��� ���� ������ ��� ���� sA� mA ��� cA �������� �� ��� ������������

��������� ��������� sX � ������������ ��������� ���� mX ��� ������������ ������������� ���� cX ������ ��� ��������

���� �� ���� ��� ������ ��������������� �������� ���� ��� �� ������ �� ������ �� ����� �������������� �������� ���

PX(y, t) ���� �������� �� ����� ������

�������� �� �� ���� ������ �� �������� ����������� ����� ����������� PX(y)� �������� �� ������� ��� ���� ����������

�� �������� ���� �� ����� ��� ��������� ��������� ��� �� ������ ������������ �� �� ������ ������� �� ���� ������������� ��

�� ����� �� ��� ���������� ������������ GX(y) =
L�

y�=y

PX(y�)� ���� ������� ����������� ��� GX(y)� ��� ������ ����� ����

�������� �� ������ PX(y) = GX(y) − GX(y + 1)� ���� ������ ��� ��������� ����������� ����������� �� �������� ��������

�������

PX(y) = 2
mX

sX
θX

L−y−1�

i=1

(y + i+ 1) + θX(y + i)

L−y�

i=0

(y + i− 1) + θX(y + i)

��� y < L� PX(L) =
mX

sX

θX
(L− 1) + θXL

����

����� θX = sX
cX

�� � ������� �� ��� �������� �� �������� ������� ����������� ������� �� ��� � ����������� ���� ��� ��

�



���� �� ��������� ��� ������� ��������� �� ����������� �������� �������� ���� ��� ���� �� ��� � ����������� pX =
L�

y=1
PX(y) y

L �

���� ���� �� ������� ��� ����� �� ������� ���� ����������� ������� ���� ��������� ��������� ��������� h ����� ����

������� ��� ��� ���������� ��� ������������ ��� ��� ���� ����������� ����� ���� ������ e−shom,FL ��� e−sFL �������������

����� shom,F = sF
hF

�� �������� ��������� ���� ������ ����� ����� �� sF � sM � cF � mF ��� mM ������� �� ��� ���������������

mF e
−shom,FL ∼ mF � ��� mMe−sML ∼ mM � ����� ��� ���� �������� ���� �� ����������� �� ��� ��������� ��������� ��

����������� �������� �� ���� �� ��� ��������� ������� ��������� ���������� S = sL� �� ���������� ����� ��� ������ ������ ��

S� �� ������ PF (y) ��� PM (y) �� ������ �� h� �� ��� �� ���� ���� ��� ���� �������� �� ��� ���� ������

�� �������� �� �������� �� � ���������� ������� �� ��� ��� �� � �������

������

��������� �������

�� �������� ��� ��� ����� ����� ��� ������� ������ �� �� ��� ���� �� ��� ����������� ������ ���� �������� ����

����������� ������ ������ ���� �� ��� ����������� ��� ������� ������ ���� ������ �� ����� ������ ��� �� L + 1 ��������

������� ������������ ����� ���� ���� ���������� �� ������ �� ��� ������ y �� ����������� ������� ���� �� ���������

��������� �� ��� ���� �� ��������� �������������� ��� ����������� ����������� �� ��� ������� ���������� ���� �� �������

��� ���� �� ����� ��� ������� �� ��� ������������� ������ ������������ �� ������� ���������� ��� ������� ������ ������ ���

U(y) ������ ��� �������� �� ����������� ��� ��� ���� �������� � ������ ������������ ����� ����� �������� ��� ������� ������

�� ����������� ���� y ����������� �������� �� ������������ �� �����

0 =

�
(1− cM (y − 1 + α))e−sMy

2
+

(1− cF (y − 1 + α))e−sF y

2
− 1

�
U(y) +

L�

y�=y+1

(
cM
2

e−sMy�
+

cF
2
e−sF y�

)U(y�)

+ [mF e
−shom,F y +mMe−shom,My]δy,L

����

����� δy,L ������ 1 ��� y = L� ��� 0 ���������� shom,F = sF
hF

��� shom,M = sM
hM

�

��� ������� �������� ��� �� ����� ���

b =
mF +mM

δU0
������ δU0 = α

L�

y�=1

(
cM
2

e−sMy�
+

cF
2
e−sF y�

)U(y�) ����

��� ���������� �� ���� ���� ��� ���� ��������� ������ ��� ��� �� ������ �� ��������� U(y) ��� ��� y� ������������ �����

����������� ��� U(y) ���� ��� ���� ������ ��� ��������� ���������� ��� ������� ���������

b =
1 + mM

mF

e−shom,FL + mM

mF
e−shom,ML

�
2− (1− cM (L− 1 + α))e−sML − (1− cF (L− 1 + α))e−sFL

α[cMe−sML + cF e−sFL]

�
×

L−1�

y=1

�
2− (1− cM (y − 1 + α))e−sMy − (1− cF (y − 1 + α))e−sF y

2− (1− cM (y + α))e−sMy − (1− cF (y + α))e−sF y

� ����

�



���� ���� ��� ������� �������� �� ����������� �� ��� �������� �� ��������� ��� �� ������ ���� ��� ������� ���� �� ���

��������� �� ��������� ����� ������� ��� ��� ������ �� ��� ������� �� ����������������� ����� ��� sM = sF = s� mM =

mF = m� cM = cF = c ��� hM = hF = h� ��� ���������� ��� ������� �������� ������� �� � ������� �����

b = eshomL

�
1− (1− c(L+ α))e−sL

αce−sL

� L�

y=1

�
1− (1− c(y − 1 + α))e−sy

1− (1− c(y + α))e−sy

�
����

���� �� ��������� �� ��� ���������� �� ��� A3 �� ������ ��� ��������� ������ ������ ��� ��� ����� ���� eshomL� �����

�������� ��� ��� ���� ���� ���������� ����� �� ������� ������ ���������������� ������������ ����� �� ������������ �� e−shomL

��� e−sL �� ��� ���� �� ��� ������� ����� ���������� �� ������ ��� ��������� ������

�� ��� ����� ����� ��� ������������ ��������� ��� ����� ���� ���� ������ ����� ����� �� m� s ��� c ��� �� ����������

��� ���������� �� ��� ���� ��������� ���

bA =
Γ
�
L+ α+θA

1+θA

�
Γ
�

α
1+θA

�

Γ
�
L+ α

1+θA

�
Γ
�

α+θA
1+θA

� ����

����� θA = sA
cA

�� � ������� �� ��� �������� �� �������� ������� ������� ����������� ������� �� ��� ���������� ��� α ��

� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� ����� �������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������

�������� �������

��� UF (y, t) ��� UM (y, t) ������ ��� �������� �� ������� ��� ����� �������� �� �������� ������������ ����� ����� ��������

��� ������� ������ �� ����������� ���� y ����������� ������� �� ���� t�

UF (y, t+ 1) =

�
1− cF (α+ y − 1)

2

�
e−ysFUF (y, t) +

cF
2

L�

y�=y+1

e−y�sFUF (y
�, t) + e−ysMUM (y, t)+

(mF e
−shom,F y +mMe−ysM )δy,L +


αcF

2

L�

y�=1

e−y�sFUF (y
�, t)


ψy,0

�����

UM (y, t+ 1) =

�
1− cF (α+ y − 1)

2

�
e−ysFUF (y, t) +

cF
2

L�

y�=y+1

e−y�sFUF (y
�, t) +mF e

−shom,F yδy,L �����

+


αcF

2

L�

y�=1

e−y�sFUF (y
�, t)


ψy,0

����� δy,L ������ 1 ��� y = L� ��� 0 ���������� ψy,0 ������ 1 ��� y = 0� ��� 0 ���������� shom,F = sF
hF

�

�������� ����� ��������� ��� ��� �������� �� ������� �������� � ������ �������� ������� ������ ���������� �� ��

������������ ����� ���� y ����������� ������� ������� ���� ����� ��� �������� ����� �� ��� ���������� ��������� ��� ������

����� ��������� ��� �� ��� ���� ���� �� ����� ��� ������ ������ ���� �� ���� ������� ��� ��� ���� ���� ��� ������� ������

��� �� ���������� ���� ��� ��������� ����������� ���� y = 0 ����� ���� �� ���� ����� ��� �������

�� ������������ �� ���� UF (y, t + 1) = UF (y, t) = UF (y) ��� UM (y, t + 1) = UM (y, t) = UM (y)� ���� ������ �� ��

�



����� ���������� ��� ��� ����������� ����������� UF (y) ��� UM (y)�

UF (y) =
UF (y)

2
(1− cF (y−1+α))e−sF y+UM (y)e−sMy+

cF
2

L�

y�=y+1

UF (y
�)e−sF y�

+[mF e
−shom,F y+mMe−sMy]δy,L �����

UM (y) =
UF (y)

2
(1− cF (y − 1 + α))e−sF y +

cF
2

L�

y�=y+1

UF (y
�)e−sF y�

+ [mF e
−shom,F y]δy,L �����

����� ��� �� ��������� ���

0 =

�
e−sF y(1 + e−sMy)(1− cF (y − 1 + α))

2
− 1

�
UF (y) +

cF
2
(1 + e−sMy)

L�

y�=y+1

UF (y
�)e−sF y�

+ [mF e
−shom,F y(1 + e−sMy) +mMe−sMy]δy,L

����

UM (y) =
UF (y)−mMe−sMyδy,L

1 + e−sMy
����

�� ���� ����� ��� ������� �������� �� ����� ���

bX =
mF + mM

2
δU0,F+δU0,M

2

����� δU0,F = δU0,M =
α

2
cF

L�

y=1

UF (y)e
−sF y ����

���� ��� �� ���������� ���������� �� ���� ������� ��� ����� ��� UF (y) ��� ���� ������������ ���� ��� ���������� ��� bX �

���� ������ ��� ��������� ���������� ��� ������� ���������

bX =
1 + mM

2mF

e−shom,FL (1+e−sML)
2 + mM

2mF
e−sML

�
2− e−sFL(1 + e−sML)(1− cF (L− 1 + α))

2αcF e−sFL

�
×

L−1�

y=1

�
2− e−sF y(1 + e−sMy)(1− cF (y − 1 + α))

2− e−sF y(1 + e−sMy)(1− cF (y + α))

� ����

�� ������� �� ������ ����� �� s� m ��� c� ���� ������� �� � ���� ������� �����������

bX =
Γ
�
L+ α+θX

1+θX

�
Γ
�

α
1+θX

�

Γ
�
L+ α

1+θX

�
Γ
�

α+θX
1+θX

� ����

����� θX = sX
cX

�� � ������� �� ��� �������� �� �������� ������� ������� ����������� ������� �� ��� � ����������� ���

α �� � ������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� ����� �������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������

���������� ���� ��� ������� �� �������� ��� ���������� �������

���� �� ����������� ���� �� ��� ����� �� ���� ����� ������� ������� ������� ����� ��� ������� ��� ������� �������� ������ ��

����� �� �������� ��� ���������� ������� ��� �������� � ������� ������ ������ �� � ������ ������������ ������� �� ����

���� ����������� �� �� ������ �� ������� ��� ���� �� ����� �� r = αcF = (2/3)αcX � ����� r �� ��� ���� �� �������������

�



������� ��� ������� ������ ��� ��� ������� �������� ����� �� ��� X �� ��������

bX =
Γ
�
L+ (2/3)(r/cX)+(sX/cX)

1+(sX/cX)

�
Γ[ (2/3)(r/cX)

1+(sX/cX) ]

Γ
�
L+ (2/3)(r/cX)

1+(sX/cX)

�
Γ[ (2/3)(r/cX)+(sX/cX)

1+(sX/cX) ]
����

�� ��� ����� �� ���� ����� ������� ������� ����� ����� cX → 0� ��� ����� ���������� ������� �� bX ∼ 1 + (3/2)(SX/r)� �����

SX = sXL�

�������� ��� ���������� ������ ��������� pef ��� pem� ��� �������������� ������ ��� ������� �� ��� ������� ��������� ���

� ������� ������ ������ �� � ������ ������������ ������ ���������� �� � ������ ������� ��� � ���� ������� ������������ ����

����� ��������� � ��� ��� ����� ��� �� ���� �� ��������� ��� ����� ������� �������� �� �������� bX = 2
3

1
pef

+ 1
3

1
pem

� �� ���

����� ����� ������������ ������ ��� ����� ����� s, r � 1� ���� ���� �� �� �������� �� ������ ���� ������ ����� ����� �� s ���

r �� ����� ����������� ��� pef ��� pem� ��� �������� ������� �������� ����� ������� bX ∼ 1+ (3/2)(sX/r)� ���� sX �� ���

������������ �������� ��������� ����� ������ �� ����� ��������� �� ������� sX = 2
3hs+

1
3s�

�� ����� ����������� ��������� ����� ������� ����

�� ���� ������� �� ��� ���� ���� ���� ��������� ���� ������������� ������ ����������������� ������� ������������ ������

�������� �������� �������� ����������� ����������� ������� ���� ����� �������� ���������� ε < 1� �� �� ��������� ���������

�� ����������� ��� �� ��� ����� �� ��� ������� ��� ����� ����������� ����� ������ ������ ���������� �� ��� ��������

��� ���� ����� � �������� β �� ��� ���� ��� �������������� ��� � �������� (1 − β) ���� ����������������� ��������� ������

��� ��������� ������� ��� ������ �� �� ���������� ���� y ������������ ������� �� ���� e−ay−by2

� ����� a = (1 − β + βε)s�

b = βs(1−ε) ��� ε ����� ��� ��������� ��� �������� �� �������� ��������� ����� ���� ���� β = 0� ��� ������ �� �� ����������

�������� � ����� ���� y ����������� ���� �� v(y) = e−ys�� ���� β > 0 ��� ε < 1� ��� ������ �� �� ������������ �����

��������� ������������ ���� ��� ������ �� ������� ���� �� ������� ����� ���� ���� �� ����� �������� ���� ��� ���� �� ���������

���������� �� ��� ��� �������

�� ��������� � ������� �� ��� ����� ����� ��� ���� ��� ������������� �β = 1�� ��� ����� ���� ��������� ���� �� ��������

���������� ��� ����������� ��������� �� ���� ��������� ��� ��� ����������� �� � �������� �� ��� ������ �� ������������

���� ����� L ≥ 1� ���� ��� ���� ������ ����� ������������ ��� �������� �� �� ��������� ���������� ������� �� ���� ��������

���� �� ��� �������������� ���� ��� � ������ ∼ 104 ���� L = 100� α = 0.01 ��� ε = 0.1� ������ ����� ������������

��� �������� �� ��� �������������� ������ ����� �� � ������ �� ��������� �� ���������� ������������� ���� ��� ������ ��

����������� ���� �� ���������� ����� ���� L � 10�� ����� �������� ���� ��� ������ �� ������������ ������� ����� ��� ����

������ ����� ��� ����� �� ��� ����������� ����������� ������� ��� ��� ���������� ����� ��� �� �� ����� �� pX

pA
∼ 12

����� L = 100 ��� ε = 0.1� ���� ������ ����� ����� ����� �� �� ��������� ������� �������� ∼ 30 ����� ������ ���� ����

�� ��� ��� ���������� ����� L = 100� α = 0.01 ��� ε = 0.1� ���� ������ ����� ���� ������� ������� ���� ����������

��� ��������� ������ �� ���������� ��� �� �������� ����� ����� ������ ������������ ������� �������� ���� ���� �� �����

���������� ������� ������ ����� ������� ������������ �������� ��� ����������� ���� ��������� ������� ��� �������� �������

�



���� ������� �� ��������� �������� �� ��� ����������� ��� �� ��� ������ ������������ ��������� ������ �� ������� ��

����� ��� ��� ������� �� ������ ��������������

�� �������� �������� ���������������� �����������

����������� ���� ��������� ���� ���� ��� ������� ��� ������ ����� ��������� � ������������� ���� ������ ��� �������������

����������� �� N = 100, 000 �������������������� ������� ����������� ���� ��������� ���� �������� ��� ���������������

������������ ��� ����������� �� ������ � ������������������ ������ ������ ������ ��� ��� ��� ������� ��� ��� ���� 1 : 1

���������� �� ����� ������ ��������� ���� ��� ����� ���� ��� ��������� ������� �� ��������� � �������� mF �� ������� ���

� �������� mM �� ����� �� ���������� �� ���� ����������� �������� ��� ���� ��������� �� ������� � ������ ������

��� � ������ ������ ��������� �� ����� ������� ��� ���������� �������� �� ������� ���� ��� ������ ������� �� ��������

��� ���� �������� ������� ������ �� �������� ��� ������������� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������� ��� ��� ������

��� ������������� ������� ��� ��� ������� �� ��� ���� ������� �� ��� ���� �� ��� � ����� �� ��� ��������� �� �������

���� ��� �������� ��� ���������� ��� �������� ���������� ������� ��� ��� �������� ����������� ���� ����� ������ �� ���

���������� ���������� �� ���������� ����� ���� �������� ������������ ����������

��������� ������� ������� ����� ������ �� �� �������� �� � � ����������� ����� L ������� ������ ����� ����� ���

���� ��� �������� ������� �� ��� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ������������ ������������� ������ �� � ������� ���� cF

��� ����� ��� ���������� �� ������� �cM �� ������� ��� �������� ������ �� ���������� ��� ����������� ������ ��� ������

������ �� ���� C = c(L− 1)� ��� ���� �������� ������� ��� ������ �� ������������� ����������� �� ����� ���� � �������

������������ ���� ���� ����� �� c(L−1) ��� ����� ��������� ��� ������ �� �������� ��������� ����� ��� ������ �� ������

���� ������������� ������� ��� � ��� ��� � ����������� �� ������ ���� ���� ��� ���������� ����� ��� �� �������� ��

������� ��������� �� �������� ��� ���� �� ��� ������ ���������

�� �������� ��� ������� ��������� �� ��� ����������� ������� �� ��� ��������� ������� ������ ������������ ���������� ���

��� ����������� ����� pX� ��� ��������� ����� pA�� ����������� ���� ��� ��� t = 10, 000 ������������ ����� �� ���� ����

�������� ��� ��������������������������������� ������� �� �� �������� ��� � ����� ��� �� ����������� �� ��������� 100

��������� ������������ �� ���� ����������� ��� ����� �� ��� �������� ����� �� � ������� ������� ������� ��������� ����

������������������� ������� �� ������� �� ��� ��������� ������� ��� ��������� ����� t = 10, 000 ������������� �� ����������

� ������� ������ ������������� ���� ������� ���� �� ��� ��������� ������ ������������� �� �� ��� ������ �����������

������������� �� ��� L������ ������ ��� ������������� ���� �� ��� ������� ������ ���� ��� ������� ����������� ������� ���

���� ���� �� ��� ��� ����������� ����������� ��������� �� ��� �������� ����� �� αc� �� ���������� ��� �������� ��������� ����

�� ��� ������� ������ �� ����������� �� ���������� ��� ���� �� �������� �� ��� ��������� �������� me =
urecipient(t+1)−urecipient(t)

udonor−urecipient(t)
�

����� urecipient(t) ��� udonor ��� ��� ������� ����������� �� ��� ������� ������ �� ��� ��������� ��� ����� ��������

������������ ���� ������ ����� ���� ���� udonor = 1� ����� ��� ����� ������� �� ���� ��� ��� ������� ������� ��� ���������

�� �������� �� ��������� �� ����� � ������ ���������� �� ��� ��� �� urecipient(t) �� � �������� �� ��� ������ �� �����������

�



�� �������� ��� ����� ����� me� ����� ��� � �������� ���� ����� ������� ������� ������� � ������ �� ���������� ���

��������� �������� ����� ��� � �������� �������� ���� ��� ���� �������� �� ����� ��� ����������� �� ��� ���� ���
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(B)  Intermediate coupling: L=1, L=2, L=10, L=100(A)  Intermediate coupling, weak coupling, strong coupling
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- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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������ ��� �������� ������ �� ����

��� �������� ������ �� ����� ne� ������� ������� ��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������� ������ L� ������ ����� ���

������ �� ��� �������� ���������� θ ����� �cL = 0.25� θX = 0.3� θA = 0.2� ������ θ ������������ �cL = 0.05� θX = 1.5�

θA = 1� ������ ��� θ ����� �cL = 0.025� θX = 3� θA = 2� ����� ��� �������� ������ �� ����� ne� ������� ������� ���

�������� ���������� θ� ���������� ��� ������ ���� ���� θX = θA ��� mX

SX
= mA

SA
� ����� ����� �� neX = neA� ������ �����

��� ��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������ L = 1 �������� L = 2 �������� L = 10 ������ ��� L = 100 ������ ���������

��� �������� ���� ����� ������ � ��� �� � ����������� ���� ������ ������ � ��� �� ��������� ������ ���� h = 0.5�

m = 0.001� sL = 0.05� mX/SX = mA/SA = 0.02 ��� N = 105 ��������������
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(B)  Basic model
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- simulations:
A  X

������ ��� �������������� ������� ��������� ��� �������� �����������

������� ��������� �� ��� ����������� ������� �� ��� ��������� ������� ����������� ����� ������ pA� ��������� ������ ������

pX� ������� �������� ��� ��� �������� ���������� θ� ��� ���� �� ������������ t� ���������� ��� ������ ���� ���� θX = θA

��� mX

SX
= mA

SA
� ����� ����� �� pX = pA �� ��� ����������� ������������ ���� ��� �� pX(t) = pA(t) �� ��� �������� ����

������ ����� ��� � ����� �� �������� ���������� ����� ����� ��� ���� θX = θA = {0.2, 1, 2}� mX/SX = mA/SA = 0.02� ��

���� θX = θA = 1.5� mX/SX = mA/SA = 0.02� ������� ������ ������������ �θX = θA = {0.2, 1, 2}� mX/SX = mA/SA =

0.02� ������� �� ����������� ��������� �θX = θA = {0.2, 1, 2}� mX/SX = mA/SA = 0.02� ������ �� �������������

��������� �θX = θA = {0.2, 1, 2}� mX/SX = mA/SA = 0.02� �������� �� ����������� ��������� �θX = θA = {0.3, 1.5, 3}�

mX/SX = mA/SA = 0.013� ����� �� ����������� ��������� �θX = θA = {0.3, 1.5, 3}� mX/SX = mA/SA = 0.013� �������

��� �������� �θX = θA = {0.4, 2, 4}� mX/SX = mA/SA = 0.02� ������� ���� ���� ��� ������ �� �������� ���� �� ���

����� �� ���� �� L = 10� h = 0.5� N = 105 ��� ���� ���� ���������������� ����������� ��� ������ ����������� ���� ���

��� ��� ������ ������������ ��� ����� ������������
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Some moderate barriers, a single strong barrier, many weak barriers

- simulations:
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- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:

- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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��� ������� ������

���������� ��� ������� ������� ��� ��������� �� ��� ������� ������ �� ��� ������� �������� ������ α� ��� ��������� �������

��������� �� ��� ������� ������ �� ��� ��������� ������� ����� 10, 000 ����������� ����������� uA� ��������� uX�� ���

������� �������� �� ��� ������� ������ ����������� bA� ��������� bX�� ��� ��� bX
bA

������ ������ ����� ��� ������ ��

��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������� ������ L� � ������ �������� �������� ����� ������� ��� ���������� �������� ����

������� ��� ��� ������� ������ �������� ���� ������ ��������� ������ ���� h = 0.5� m = 0.001� cL = 0.05� sL = 0.05�

mX/SX = mA/SA = 0.02� θX = 1.5� θA = 1 ��� N = 105 �������������� ����� ������� ����� ������ ��
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(A)  Intermediate coupling, very strong coupling

- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:

  

(B)  Intermediate coupling, very strong coupling

1000

100

10

1

b

510.100.05

b
X 
/ b

A

a single strong barrier (L= 1)

100.50

many weak barriers (L= 100)

510.100.05 100.500.01

b

510.100.05

α

100.50

1.5

1.4

1.2

1.0

1.1

1.3

α

510.100.05
α

100.500.01

b
X 
/ b

A

0.01 0.01

α

1000

100

10

1

2.0

1.8

1.4

1.0

1.2

1.6

������ ��� ����� �� ���� ������ �������� �� ������� ����������� ����������� ��� ������� �������� �� ���

������� ������

��� ������� ��������� �� ��� ����������� ������� �� ��� ��������� ������� ����������� pA� ��������� pX � ����� ������

pX

pA
� ������� ������� ��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������� ������ L� ��� ������� �������� �� ��� ������� ������

����������� bA� ��������� bX � ����� ������ bX
bA

� ������� ������� ��� ��������� �� ��� ������� �������� ������ α� ������

����� ��� ������ �� ��� ��������� ��������� θ = s
c �� ��� �������� ����� ��������� ������ ��� ������������ θ ���� h = 0.5�

m = 0.001� cL = 0.05� sL = 0.05� mX/SX = mA/SA = 0.02� θX = 1.5� θA = 1 ��� N = 105 �������������� ����������

��� ���� ������ ��������� cL = 0.005� θX = 15� θA = 10� ����� ������� ����� ������� � ��� ��
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(A)  Basic model, partial recessivity, full dominance
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- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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(B)  With dosage compensation: basic model, partial recessivity, full dominance
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(C)  Basic model, negative epistasis, strong negative epistasis
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������� ��������� �� ��� ����������� ������� �� ��� ��������� ������� ����������� pA� ��������� pX � ����� ������ pX

pA
�

������� ������� ��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������� ������ L� ��� ��������� �� ��� ����������� �������� �������

��� ����� ��� � ����� ���� ������������ �h = 0.5� shomL = 0.1� ������� ��� ������ ���� ������� ����������� �h = 0.1�

shomL = 0.5� ����� ��� ���� ��������� �h = 1.0� shomL = 0.05� ����� ���� ���� ��� ��� ������� �� ����������� �� h �� ����

�� sL, cL << 1� ��� ��������� �� ��� ����������� ������� ���� ������ ������������� ���� �� �� ��� ��� ���� sML = 0.05
h

��� ���������� �������� ����� h = 0.1� shomL = 0.5� sML = 0.5 ��� ���������� �������� mX/SX = 0.005� θX = 6� ����

h = 1.0� shomL = 0.05� sML = 0.05 ��� ���������� �������� mX/SX = 0.02� θX = 1.5� ��� ��������� ������� ��������

����� ������� ��� ����� ��� ��� ����� ����� ����� �������������� ������� ε = 1� ������ ��� ������ ���� �������� ���������

������ ε = 0.5� ����� ������� ε = 0.1� ���� �� ����� � �������� β �� ��� ���� ���� ������������� ��� � �������� 1 − β ����

����������������� ���� ���� �� ���� β = 1� ��� ���� ����������� ���� ��� ��������� ��������� ������ ��� ��� �����

����� ���� h = 0.5� m = 0.001� cL = 0.05� sL = 0.05� mX/SX = mA/SA = 0.02� θX = 1.5� θA = 1 ��� N = 105

�������������� ���� ������ ������������� ������ ��� ��� ���� ��� ��� ����� ������ ������ ����� sML = 0.1 ��� ����������

�������� mX/SX = 0.015� θX = 2� ����� ������� ����� ������ ��
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(A)  Basic model, partial recessivity, full dominance
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- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:

- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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(B)  With dosage compensation: basic model, partial recessivity, full dominance
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(C)  Basic model, negative epistasis, strong negative epistasis
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��� ������� �������� ������ α� ��� ��������� �� ��� ����������� ������� �h = 0.5� ������ h = 0.1� ����� h = 1.0� ����� ���

��������� �� ��� ����������� ������� ���� ������ ������������� ���� �� �� ��� ��� ���� sML = 0.05
h ��� ���������� ��������

��� ��������� ������� �������� ���� ��������������� ������� ε = 1� ������ ���� �������� ���������� ε = 0.5� ����� ������
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(A) some moderate barriers (L= 10)

- simulations “embedded”:

- simulations “rod”:
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- simulations “rod”:
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(B) many weak barriers (L= 100)
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� ������� ������� ��� ��������� �� ���

������� �������� ����� ��� �� ���� �� ��� ��� ����������� ������ α� �� ��� ��� ������� ������ �� ������ �� ��� ����������

�������� ���� �L = 10�� ����� �� ��� �� �� ������ �� ��� ������� ������ �������� ���� �L = 100�� ������ ������� ���� �������

�� ���������������� ����������� ��� ��� ���� �� � ������ �������� �� ��� ������ �� ��� �������� ������ ���� j = k = L/2�

����� j �������� ���� ��� �� ��� ���� �� ��� ������� ��� k �� ��� ������ ����� ������� ���� ������� ��� � ��� ������

������������� ���� ��� ������ �� ���������� �� ��� ��� �� ��� �������� ����� �j = L ��� k = 0�� ��������� ������ ����

h = 0.5� m = 0.001� cL = 0.05� sL = 0.05� mX/SX = mA/SA = 0.02� θX = 1.5� θA = 1 ��� N = 105 �������������� �����
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β = 0 β = 0

θX = 3
2θA

mX

SX
= mA

SA

h = 0.5 h = 0.5

cF = cM = c cF = c � cM = 0

mF = mM = m mF = mM = m

sF = sM = s sF = sM = s

shom,F = shom,M = s
h = 2s shom,F = s

h = 2s

��� h = 1.0 shom,F = shom,M = s sF = sM = shom,F = s
�� ����� ����� �� ����� �����

��� h = 0.1 shom,F = shom,M = 10s shom,F = 10s

������ ������������

sF = s � sM = shom,F = s
h θX = (1 + 1

2h )θA
mX

SX
= ( 3

2+1/h )
mA

SA

��� h = 0.5 �� ����� ����� sF = s � sM = shom,F = 2s θX = 2θA
mX

SX
= 3

4
mA

SA

��� h = 0.1 shom,F = shom,M = 10s sF = s � sM = shom,F = 10s θX = 6θA
mX

SX
= 1

4
mA

SA

�������� cM = 0 �� ����� ����� θX = 3
4θA �� ����� �����

���������� ���������

mF = kmM = m mF = kmM = m

�� ����� �����

mX

SX
= (2+4k)

(3+3k)
mA

SA

��� k = 3 �♀�������� mF = 3mM = m mF = 3mM = m mX

SX
= 7

6
mA

SA

��� k = 1/3 �♂�������� mF = mM

3 = m mF = mM

3 = m mX

SX
= 5

6
mA

SA

���������� ���������

sF = ksM = s sF = ksM = s θX = (2k+1)
(k+1) θA

mX

SX
= (3+3k)

(2+4k)
mA

SA

��� k = 2 �♀�������� sF = 2sM = s sF = 2sM = s θX = 5
3θA

mX

SX
= 9

10
mA

SA

��� k = 1/2 �♂�������� sF = sM
2 = s sF = sM

2 = s θX = 4
3θA

mX

SX
= 9

8
mA

SA

��� ��������� ������ �� θ ��� m
S ��� ������� ���� ��� ���������� �������� �� ��� ��� ������ ������� sL ��� cL � 1��

��� �� ���� ��� ����������� �� ��� ��������� ��������� �h�� ��� ����� � ��� ��� ����������� �� ����� �����������

��


